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ВВЕДЕНИЕ 

Развитие вычислительной техники и последующее развитие 
высокопроизводительных вычислительных систем открывают качественно 
новые возможности изучения сложных реальных объектов методами 
вычислительного эксперимента [8, 9].  

Машинный вычислительный эксперимент как новый метод научного 
исследования предполагает дискретизацию исходной задачи. Он требует 
специальной проработки численного алгоритма: корректность, устойчивость, 
точность, сходимость. Поэтому на современном этапе подготовки выпускников 
по направлению «Прикладная математика и информатика» основной целью 
освоения дисциплины «Численные методы» является изучение 
фундаментальных принципов построения численных алгоритмов, подходов к 
анализу их свойств, подготовка студентов к разработке и применению 
эффективных вычислительных комплексов, необходимых для математического 
моделирования сложных систем.  

В Институте информационных технологий, математики и механики 
ННГУ в системе подготовки бакалавров по указанному выше направлению 
дисциплина «Численные методы» изучается на 3-м курсе в течение двух 
семестров. Обучение включает лекции, практические и лабораторные занятия, 
самостоятельную работу, зачеты и экзамен. Содержание дисциплины 
соответствует требованиям федеральных государственных образовательных 
стандартов и обновляется с учетом проблематики научных исследований и 
технологий программирования. Фундаментальные основы курса соответствует 
требованиям типовой программы по направлению «Прикладная математика и 
информатика», разработанной под руководством академика РАН 
А.А. Самарского [10].  

Курс содержит изучение основ машинной арифметики, анализ структуры 
погрешности, подходы и методы приближенного вычисления функций, 
численное дифференцирование и интегрирование, численное решение систем 
линейных алгебраических уравнений, задач на собственные значения, решение 
нелинейных алгебраических уравнений и систем. Особое внимание уделяется 
инструментам математического моделирования сложных систем: методам 
численного решения задачи Коши и краевых задач для обыкновенных 
дифференциальных уравнений (ОДУ), решению уравнений в частных 
производных, а также структуре соответствующих вычислительных 
комплексов.  

В связи с успешным применением в ННГУ практико-ориентированного 
подхода и на основе принципа «образование как исследование», вытекающего 
из положения Гумбольдта «образование на основе исследований» [8], 
фундаментальный курс «Численные методы» имеет в ННГУ уровневую 
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структуру. С одной стороны, в нем представлены все основные разделы 
численного анализа. С другой стороны, актуальные приложения требуют 
одновременного использования разных методов. Поэтому основой курса 
является системное изучение модельных задач, описывающих свойства 
реальных объектов различной природы. Освоение разделов дисциплины 
построено таким образом, чтобы в течение каждого семестра студенты могли 
самостоятельно подготовить программную реализацию численного алгоритма 
для решения модельной задачи, провести вычислительный эксперимент и 
подготовить отчет.  

Нижегородский государственный университет является участником 
Суперкомпьютерного консорциума университетов России [9]. Студентов 3-го 
курса, изучающих дисциплину «Численные методы», знакомят с подходами к 
организации параллельных вычислений. Глубокое изучение этих подходов 
опирается на тот же комплект модельных задач, но проводится на старших 
курсах после освоения дисциплин, посвященных технологиям и методам 
параллельного программирования.  

При освоении курса «Численные методы» у студентов 3-го курса должны 
быть сформированы компетенции разработки и применения программных 
средств разного уровня сложности. Поэтому требования к программам, 
подготовленным студентами, также реализуют практико-ориентированный 
подход. Программа должна быть написана на алгоритмическом языке высокого 
уровня. Код, реализующий алгоритм, должен быть подготовлен студентом 
самостоятельно. Объектно-ориентированный подход приветствуется. 
Программа и способ работы с ней должны быть пригодны не только для 
выполнения конкретного расчета, но также для проверки корректной 
реализации метода и результатов вычислительного эксперимента, и затем для 
изучения свойств метода и свойств моделируемого объекта. Ряд заданий 
выполняются с помощью специальной программы-тренажера, затем – с 
помощью программы, подготовленной студентом.  

Требования самостоятельной программной реализации алгоритма и 
последующего самостоятельного проведения вычислительного эксперимента 
предполагают, что при рассмотрении теоретического материала, проведении 
практических занятий, выполнении заданий в рамках самостоятельной работы 
необходимо уделить больше внимания анализу понятийного аппарата 
дисциплины, доказательной базе, рассмотрению «простых» примеров и разбору 
по шагам решений специально подобранных задач. Решение именно этой 
учебной задачи поддерживает предлагаемое пособие. 

Изучение тематического модуля, представленного в пособии, опирается 
на дисциплины «Дифференциальные уравнения», «Математический анализ», 
«Геометрия и алгебра» и «Программирование на ЭВМ» и осуществляется 
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одновременно с изучением дисциплин «Уравнения математической физики» и 
«Функциональный анализ».  

Нумерация разделов пособия соответствует установленной в настоящее 
время нумерации тематических модулей электронного учебного курса 
«Численные методы», представленного в системе электронного обучения 
ННГУ (СЭО ННГУ) на базе платформы Moodle. В период весеннего семестра 
2019-20 учебного года и осеннего семестра 2020-21 учебного года 
дистанционная организация учебного процесса по дисциплине «Численные 
методы» выстраивалась на базе этого электронного курса [11].  

Пособие предназначено для студентов университета, обучающихся по 
направлению подготовки 01.03.02 «Прикладная математика и информатика», 
изучающих курс «Численные методы», и преподавателей.  

Материал пособия может быть полезен студентам, изучающим в вузе 
численные методы на различных направлениях подготовки, а также студентам 
магистратуры ИИТММ, изучающим параллельные численные методы на 
основе технологий параллельного программирования.  
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Модуль 12.1. Интерполяция кубическими сплайнами 

Полиномиальные сплайны, их применение, дефект сплайна. Кубический сплайн, 
его канонический вид и свойства, естественные граничные условия (ЕГУ). 
Задача кубической сплайн-интерполяции, выбор граничных условий. Теорема о 
существовании, единственности и способе построения интерполяционного 
кубического сплайна (с доказательством). Физическая модель и оптимальные 
свойства сплайнов. Сходимость сплайн-интерполяции, примеры результатов о 
сходимости. Интерполяционные кубические сплайны, гарантирующие высокую 
скорость сходимости. Локальные интерполяционные сплайны и 
аппроксимирующие сплайны. Примеры решения задач 

Полиномиальный сплайн (порядка m ) представляет собой непрерывную функцию, 
заданную на некотором отрезке и на различных участках данного отрезка 
представленную полиномами степени не выше m . Если сплайн имеет непрерывную 
производную порядка km −  и производная порядка 1+− km  является на границах 
участков разрывной, говорят, что сплайн имеет дефект k .  

Сплайны широко используются в компьютерной графике и при решении инженерных 
задач. На основе сплайнов строят базисы в функциональных пространствах, в том числе 
ортогональные базисы с хорошей сходимостью. В форме сплайна ищут приближенное 
(численное) решение обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в 
частных производных (см., например, метод Ритца или метод конечных элементов). 
Сеточные функции, полученные в ходе численного решения различных уравнений и 
включающие в себя вычислительную погрешность, с помощью аппроксимирующих 
сплайнов «сглаживают» и «восстанавливают» для последующего дифференцирования. 

Наряду с полиномиальными сплайнами используются многомерные сплайны, а также 

cL -сплайны, «склеенные» из решений некоторого линейного однородного 

дифференциального уравнения, и gL -сплайны, имеющие различную гладкость в 

различных узлах сетки. 

Среди полиномиальных сплайнов наиболее часто используются линейные, 
параболические и кубические сплайны. Построение сплайнов, сплайн-интерполяция и 
свойства сплайнов далее рассмотрены на примере кубических сплайнов. 

12.1.1. Определение кубического сплайна и примеры 

Чтобы определить кубический сплайн, рассмотрим отрезок ],[ ba  и построим сетку с 

числом участков n  и узлами nixi ,...0, =  (всего 1+n  узлов). 

Считаем, что граничные узлы сетки совпадают с границами отрезка: bxax n == ,0 , все 

узлы различны и упорядочены: ....0 nxx <<   

Отрезки вида nixx ii ,...1],,[ 1 =− , называем участками сетки.  

Длина каждого участка задана положительным числом nixxh iii ,...1,1 =−= − : это 
шаг сетки с номером i . 
Если длины всех участков одинаковы, сетка называется равномерной. Тогда 

,consthhi == , где 
n
ab

h
−

= . Число h  есть шаг равномерной сетки. 
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Неравномерную сетку описывают параметром  

i
ni
hh

,...1
max
=

⋅= . 

(это максимальная длина участка при данном разбиении на n  участков).  

Для равномерной сетки hh = . 

В учебной и научной литературе сетку отрезка ],[ ba , соответствующую приведенному 
выше описанию узлов и длин участков, обозначают отдельным символом, например, 

hΩ . Обозначение hΩ  будет использовано далее в формулировках результатов о 
сходимости сплайн-интерполяции.  

Опр ед е л е н и е  1 .  Кубическим сплайном на сетке nixi ,...0, =  отрезка ],[ ba  
называют функцию )(xS , дважды непрерывно-дифференцируемую на отрезке и 
представляющую собой полином степени не выше 3 на каждом его участке. 

Примеры  

-1

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

-1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

1,8

2

-1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1  
Рисунок 1     Рисунок 2 

Сплайн и не-сплайн к Примерам 1), 3) Сплайн и не-сплайн к Примерам 2), 4) 

 

Рассмотрим отрезок ]1;1[− , сетку 1;0;1 210 ==−= xxx , число участков 
2=n , шаг сетки 1=h . Участок слева от нуля ]0;1[−  и участок справа от нуля 
]1;0[ . 

1) 3)( xxS =  есть кубический сплайн 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈

−∈
=

]1;0[,

]0;1[,
)(

3

3

xx

xx
xS    

так как является полиномом степени 3 на каждом участке, есть непрерывность и 

производные непрерывны: xxS"xxS' 6)(,3)( 2 == .  
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2) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈+−

−∈+
=

]1;0[,3

]0;1[,3
)(

23

23

xxx

xxx
xS   

есть кубический сплайн, так как на каждом участке 
 является полиномом степени 3, в узле 01 =x  есть непрерывность: 0)0( =S ,  

на участке слева от нуля 66)(,63)( 2 +=+= xxS"xxxS' ,  

на участке справа от нуля 66)(,63)( 2 +−=+−= xxS"xxxS' ,  

в узле 01 =x  первая и вторая производные непрерывны: 
6)0(,0)0( == S"S' . 

 

3) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈+−

−∈−
=

]1;0[,1

]0;1[,1
)(

3

2

xx

xx
xS  

на каждом участке является полиномом степени не выше 3  

в узле 01 =x  есть непрерывность: 1)0( =S   
участок слева от нуля 2)(,2)( −=−= xS"xxS' ,  

участок справа от нуля xxS"xxS' 6)(,3)( 2 −=−=  

в узле 01 =x  первая производная непрерывна: 0)0( =S' . 

Вторая производная терпит разрыв:  

участок слева от нуля предельное значение 2)0( −=S" ,  
участок справа от нуля предельное значение 0)0( =S" . 
Функция не является кубическим сплайном. 

 

4) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈+−

−∈−
=

]1;0[,1

]0;1[,1
)( 3 xx

xx
xS  

на каждом участке является полиномом степени не выше 3  

в узле 01 =x  есть непрерывность: 1)0( =S   
участок слева от нуля 0)(,1)( =−= xS"xS' ,  

участок справа от нуля xxS"xxS' 6)(,3)( 2 −=−=  

в узле 01 =x  первая производная терпит разрыв: 

участок слева от нуля предельное значение 1)0(' −=S , 

участок справа от нуля предельное значение 0)0(' =S . 

Функция не является кубическим сплайном. 
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12.1.2. Описание кубического сплайна  

Для построения кубических сплайнов используют каноническую запись 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=∈

−+−+−+=
=

− nixxx

xx
d

xx
c

xxbaxS
xS

ii

i
i

i
i

iiii

,...1],,[

)(
6

)(
2

)()(
)(

1

32
  (12.1) 

На участке ],[ 1 ii xx −  кубический сплайн )(xS  задан формулой )(xSi , которая 
определяет полином степени не выше 3 и действует только на данном участке. В 
описании полинома )(xSi  используется ix , то есть правая граница участка.  

В каждом внутреннем узле ix , т.е. при 1,...1 −= ni , значение )(xS  определяется 
одновременно двумя формулами:  

формулой )(xSi , потому что ix есть правая граница участка ],[ 1 ii xx − , 

формулой )(1 xSi+ , потому что ix  есть левая граница участка ],[ 1+ii xx . 

 

Так как кубический сплайн )(xS  должен быть дважды непрерывно-
дифференцируемой функцией, для каждого внутреннего узла 1,...1, −= nixi  

значения, полученные по формулам )(xSi  и )(1 xSi+ , должны быть одинаковы: 

1...,1),()( 1 −== + nixSxS iiii        (12.2) 

 

Аналогично в каждом узле 1,...1, −= nixi  должны быть одинаковы значения, 

полученные дифференцированием формул )(xSi  и )(1 xSi+   

1...1),()( 1 −== + nixS'xS' iiii        (12.3) 

 

и должны совпадать значения вторых производных:  

1,...1),()( 1 −== + nixS"xS" iiii        (12.4) 

 

Условия (12.2) – (12.4) называют условиями сопряжения: они обеспечивает 
непрерывность кубического сплайна, непрерывность его первой и второй производной. 

 

 
К оммен т а р и й  

Чтобы задать на сетке nixi ,...0, =  отрезка ],[ ba  кубический сплайн, 

необходимо указать n4  коэффициентов nidcba iiii ...,1,,,, = , так, чтобы 
выполнялись 33 −n  ограничения (12.2) – (12.4). 
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Рисунок 3 

Номера узлов и шагов сетки и номера формул сплайна 

 

12.1.3. Кубический сплайн с ЕГУ 

Опр ед е л е н и е  2 .  Кубический сплайн, заданный на сетке nixi ,...0, =  отрезка 
],[ ba , называется сплайном с естественными граничными условиями (ЕГУ), если  

0)(;0)( == bS"aS"          (12.5) 

(вторые производные сплайна на границах отрезка ],[ ba  обращаются в ноль). 

К оммен т а р и й  

Для задания на сетке nixi ,...0, =  отрезка ],[ ba  кубического сплайна с ЕГУ 
необходимы n4  коэффициентов, соответствующих 13 −n  условиям. 

Примеры  

Отрезок ]1;1[− , сетка 1;0;1 210 ==−= xxx , число участков 2=n , шаг сетки 
1=h . Участок слева от нуля ]0;1[−  и участок справа от нуля ]1;0[ . 

1) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈+−

−∈+
=

]1;0[,3

]0;1[,3
)(

23

23

xxx

xxx
xS   

является кубическим сплайном с ЕГУ, так как  

на участке слева от нуля 06)1(6)1(,66)( =+−⋅=−+= S"xxS" ,  
на участке справа от нуля 0616)1(,66)( =+⋅−=+−= S"xxS" . 

2) 3)( xxS =  на отрезке ]1;1[−  не является кубическим сплайном с ЕГУ, так 
как 6)1(",6)1(,6)( =−=−= SS"xxS" .  

0x   3x  1x   4x   5x  

)(3 xS  

)(2 xS  

)(1 xS  

)(4 xS  
)(5 xS  

x  2x  

1h   2h   3h   4h   5h  
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12.1.4. Интерполяция кубическими сплайнами 

Рассмотрим на отрезке ],[ ba  функцию )(xf  и сетку с числом участков n  и узлами 

nixi ,...0, = .  

 

Опр ед е л е н и е  3 .  Кубический сплайн )(xS , заданный на сетке nixi ,...0, =  
отрезка ],[ ba , интерполирует функцию )(xf , если в узлах сетки значения сплайна и 
функции совпадают: 

nixfxS ii ,...0),()( ==          (12.6) 

Для построения интерполяционного кубического сплайна нужно определить n4  
коэффициентов, соответствующих 24 −n  условиям: в их числе 33 −n  условия 
сопряжения и 1+n  условие интерполяции, см. (12.2)-(12.4) и (12.6).  

Так как искомых коэффициентов больше, чем условий, для однозначного решения 
вопроса о построении интерполяционного кубического сплайна нужны еще два 
условия.  
Чаще всего используют 

– естественные граничные условия (12.5)  

0)(;0)( == bS"aS"  

– условие на совпадение вторых производных функции и сплайна  

21 )()(;)()( μμ ==== bf"bS"af"aS"       (12.7) 

– условие на совпадение первых производных функции и сплайна  

21 )(')(';)(')(' νν ==== bfbSafaS       (12.8) 

а также иные (в том числе комбинированные) виды граничных условий, в том числе 
условия периодичности сплайна.  

Сформулируем и докажем одну из теорем о существовании, единственности и способе 
построения сплайна. 

Т е о р ема  1 .  Для любой функции )(xf , значения которой заданы на сетке 

nixi ,...0, =  отрезка ],[ ba , интерполяционный кубический сплайн )(xS  с граничными 
условиями вида 

21 )(;)( μμ == bS"aS"          (12.9) 

существует и является единственным. Для нахождения его коэффициентов nici ...,1, =  
необходимо решить СЛАУ  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
⋅=+++

=

−

+

+
+++−

2

1

1

1
1111

10

1,...1

,6)(2

μ

μ

n

i

ii

i

ii
iiiiiii

c
ni

h
ff

h
ff

hcchhhc

c

 (12.10) 

и затем вычислить остальные его коэффициенты nidba iii ...,1,,, =  по формулам 
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nifa ii ,...1, ==           (12.11) 

ni
h
cc

d
i

ii
i ,...1,1 =

−
= −         (12.12) 

ni
h

c
h

c
h
ff

b i
i

i
i

i

ii
i ...,1,

63 1
1 =++

−
= −

−      (12.13) 

СЛАУ (12.10) может быть решена методом прогонки. 

К оммен т а р и и  ( с х ема  до к а з а т е л ь с тв а )  
В формулировке теоремы рассматривается возможность построения 
интерполяционного кубического сплайна и не требуется, чтобы вторые 
производные сплайна совпадали со вторыми производными интерполируемой 
функции на границах отрезка, сравните (12.9) и (12.7).  

Для отыскания n4  коэффициентов кубического сплайна используют n4  
уравнений: 33 −n  условий сопряжения (12.2) – (12.4), 2  граничных условия (12.9)  

1+n  условие интерполяции (12.6), а также фиктивный (дополнительный) 
коэффициент 10 μ=c .  

Исключив из уравнений коэффициенты  

nidba iii ...,1,,, = ,  

получают СЛАУ (12.10) для отыскания nici ...,1, = .  

СЛАУ соответствует условиям Теоремы о применении прогонки, откуда следует 
существование и единственность ее решения при любой правой части.  

Для остальных коэффициентов выводят формулы (12.11)-(12.13). При любых 
(12.6) и (12.9) все коэффициенты сплайна будут найдены однозначно, откуда 
следует существование и единственность интерполяционного кубического сплайна 
с граничными условиями вида (12.9).  

До к а з а т е л ь с т в о  

Ша г  1  
Запишем все условия для отыскания коэффициентов сплайна.  

В соответствии с (12.1) значение сплайна на участке ],[ 1 ii xx −  определяется 
формулой  

32 )(
6

)(
2

)()( i
i

i
i

iiii xx
d

xx
c

xxbaxS −+−+−+=  

Дифференцируем )(xSi  и получим на участке ],[ 1 ii xx −  значения первой и 
второй производной сплайна:  

2)(
2

)()( i
i

iiii xx
d

xxcbxS' −+−+=  

)()( iiii xxdcxS" −+=   
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Если рассматривать узел ix  как правую границу участка ],[ 1 ii xx − , для расчета 

сплайна и его производных следует использовать )(xSi . Тогда  

iii

iii

iii

cxS
bxS
axS

=
=
=

)("
)('

)(
 

Если рассматривать узел ix  как левую границу участка ],[ 1+ii xx , для расчета 

сплайна и его производных следует использовать )(1 xSi+ . Тогда  

)()("

)(
2

)()('

)(
6

)(
2

)()(

1111

2
1

1
1111

3
1

12
1

1
1111

++++

+
+

++++

+
+

+
+

++++

−+=

−+−+=

−+−+−+=

iiiiii

ii
i

iiiiii

ii
i

ii
i

iiiiii

xxdcxS

xx
d

xxcbxS

xx
d

xx
c

xxbaxS

 

Условия непрерывности сплайна, непрерывности его первых и вторых 
производных (см. условия сопряжения (12.2)-(12.4)) состоят в следующем: 

 

1...,1),()( 1 −== + nixSxS iiii  

1...1),()( 1 −== + nixS'xS' iiii  

1,...1),()( 1 −== + nixS"xS" iiii  

 

Запишем их в виде  

1,...1,)(
6

)(
2

3
1

12
1

1
111 −=−+−= +

+
+

+
+++ nih

d
h

c
hbaa i

i
i

i
iiii  (12.14) 

1,...1,)(
2

)( 2
1

1
111 −=+−= +

+
+++ nih

d
hcbb i

i
iiii     (12.15) 

1,...1,111 −=⋅−= +++ nihdcc iiii       (12.16) 

где nixxh iii ,...1,11 =−= ++  есть введенные ранее обозначения шагов сетки. 

 

Рассмотрим условия интерполяции (12.6): 

nixfxS ii ,...0),()( ==  

(нужно совпадение значений сплайна )(xS  и функции )(xf  в 1+n  узлах сетки). 

Так как для индексов ni ,...1=  сплайн в узле ix  может быть вычислен по 

формуле )(xSi , запишем условия интерполяции в виде 

nixfxS iii ,...1),()( ==  
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что означает 

nifa ii ,...1, ==          (12.17) 

(«младшие» коэффициенты кубического сплайна, записанного в каноническом 
виде (12.1),  должны совпадать со значениями функции в узлах сетки). 

 

Для индекса 0=i , то есть в узле ax =0 , сплайн можно вычислить как )(1 xS : 

)()( 01 xSaS =  

Условие интерполяции в узле 0x  принимает вид  

)()( 001 xfxS = ,  

что означает  

)()(
6

)(
2

)()( 0
3

10
12

10
1

101101 xfxx
d

xx
c

xxbaxS =−+−+−+=  

Используя обозначение шага сетки 011 xxh −= , получим 

3
1

12
1

1
1110 )(

6
)(

2
)( h

d
h

c
hbaf −+−=      (12.18) 

 

Для задания второй производной сплайна на левой границе отрезка, то есть в узле 
ax =0 , используем граничное условие (12.9) и формулу )(1 xS :  

1)( μ=aS"  

)()( 01 xS"aS" = ,  

1101101 )()( μ=−+= xxdcxS"  

что означает 

1111 μ=− hdc          (12.19) 

Для задания второй производной на правой границе отрезка, то есть в узле 
bxn = , также используем (12.9) и формулу )(xSn : 

2)( μ=bS"  

)()( nn xS"bS" =  

2)()()( μ=−+== nnnnnn xxdcxS"bS"  

что означает 

2μ=nc           (12.20) 

Условия на выбор коэффициентов сплайна выписаны. Перейдем к 
выкладкам. 

Ша г  2  
Из (12.16) и (12.19), а именно  
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1,...1,111 −=⋅−= +++ nihdcc iiii  

1111 hdc −=μ  

следует, что фиктивная переменная 0c , которой присваивается значение 1μ , 
позволит записать указанные выше формулы единообразно  

10 μ=c           (12.19*) 

1110 hdcс −=  

2221 hdcc ⋅−=  

…… 

nnnn hdcc ⋅−=−1  

и затем получить единообразные формулы (12.12) для вычисления 
коэффициентов id : 

ni
h
cc

d
i

ii
i ,...1,1 =

−
= −  

Указанные выше формулы позволяют исключить коэффициенты id  из (12.15) и 
затем из (12.14) и (12.18). Из (12.15) получим 

1,...1),1()(
2

)
2
1)(()

2
1)((

)(
2

)(
)(

1
1

1

1111

2
1

1

1
111

−=−
+

+=

=−+−+=

=
⋅
−

+−=

+
+

+

++++

+
+

+
+++

nih
cc

b

hchcb

h
h
cc

hcbb

i
ii

i

iiiii

i
i

ii
iiii

 

Заменим во всех формулах (12.14) и (12.18) «младшие» коэффициентов сплайна, 
то есть niai ...,1, = , значениями функции в узлах сетки, то есть nifi ...,1, = , а 

также с помощью (12.12) исключаем из записи nidi ...,1, = : 

1,...1),1()(
6

)(
2

)1( 3
1

1

12
1

1
111 −=−

⋅
−

++−+= +
+

+
+

+
+++ nih

h
cc

h
c

hbff i
i

ii
i

i
iiii

)1()(
6

)(
2

)1)(( 3
1

1

012
1

1
1110 −

⋅
−

++−+= h
h
cc

h
c

hbff  

Указанные равенства могут быть записаны единообразно:  

1,...0,)(
6

)(
3

)1( 2
1

2
1

1
111 −=++−+= ++

+
+++ nih

c
h

c
hbff i

i
i

i
iiii

 

Из них можно выразить  

1,...0,)(
6

)(
3

2
1

2
1

1
111 −=++−= ++

+
+++ nih

c
h

c
ffhb i

i
i

i
iiii  
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и записать аналог формулы (12.13) 

1,...0,
63 11

1

1

1
1 −=++

−
= ++

+

+

+
+ nih

c
h

c
h

ff
b i

i
i

i

i

ii
i  

 

Рассмотрим ранее полученные выражения 

1,...1
2 1

1
1 −=

+
=− +

+
+ nih

cc
bb i

ii
ii  

С помощью (12.13) исключаем из них коэффициенты ib : 

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−
++

+

+

+
11

1

1

1
63 i
i

i
i

i

ii h
c

h
c

h
ff

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

− −−
i

i
i

i

i

ii h
c

h
c

h
ff

63
11   

   1
1
2 +

+ +
= i

ii h
cc

    1...,1 −= ni  

В левой части каждого из уравнений запишем коэффициенты iс , в правой – 
значения функции в узлах сетки: 

 

1,...1,

63632

1

1

1

1
11

1
1

1

−=
−

−
−

=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−
+

−

+

+

−
++

+
+

+

ni
h
ff

h
ff

h
с

h
с

h
с

h
с

h
cc

i

ii

i

ii

i
i

i
i

i
i

i
i

i
ii

 

 

Сгруппируем слагаемые:  

i

ii

i

ii
i

i
i

i
i

i
i

i
h
ff

h
ff

h
с

h
с

h
с

h
c 1

1

11
11

1
6336

−

+

+−
++

+ −
−

−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++⋅  

1...,1 −= ni  

Дополним уравнения условиями (12.19*) и (12.20), запишем СЛАУ для отыскания 
коэффициентов сплайна 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
⋅=⋅++⋅⋅+⋅

=

−

+

+
−+++

2

1

1

1
1111

10

1,...1

,6)(2

μ

μ

n

i

ii

i

ii
iiiiiii

c
ni

h
ff

h
ff

hchhchс

c

 

Ша г  3  
Проверим существование и единственность решения СЛАУ (12.10). Матрица 
является трехдиагональной. В первой и последней строке матрицы имеет место 
строгое диагональное преобладание: .01,01 21 =>=> κκ   
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Все шаги сетки положительны: nihi ,...1,0 => . Поэтому в строках матрицы (от 
второй строки до предпоследней) коэффициенты, расположенные левее и правее 
главной диагонали, отличны от нуля 

1,...1,0;01 −=>>+ nihh ii  

и соблюдается строгое диагональное преобладание: 

1,...1,)(2 11 −=+>+⋅ ++ nihhhh iiii  

По Теореме о применении прогонки решение СЛАУ (12.10) при любой ее правой 
части существует, единственно и может быть найдено прогонкой.  

Таким образом, существование и единственность интерполяционного 
кубического сплайна доказаны для любой заданной на сетке функции. Кроме 
того, указан способ его построения: формулы (12.10)-(12.13) и метод прогонки. 

Пример  
 

Приведем общий вид СЛАУ для отыскания коэффициентов интерполяционного 
кубического сплайна на сетке hΩ  отрезка ],[ ba  с числом участков 4=n  и узлами 

.43210 xxxxx <<<< , где bxax == 40 , :  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

−
−

−

−
−

−

×=

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⋅
+⋅

+⋅

2
3

23

4

34
2

12

3

23
1

01

2

12
1

4

3

2

1

0

4433

3322

2211

6

10000
)(200

0)(20
00)(2
00001

μ

μ

h
ff

h
ff

h
ff

h
ff

h
ff

h
ff

c
c
c
c
c

hhhh
hhhh

hhhh

 

Здесь 344233122011 ;;; xxhxxhxxhxxh −=−=−=−= , 

).();();();();( 4433221100 xffxffxffxffxff =====  
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12.1.5. Физическая модель и оптимальные свойства кубических сплайнов 

 

На чертежной доске в 1+n  точке с координатами nifx ii ,...0),,( =  закреплен 
упругий жгут, его концы закреплены свободно.  

Форма, которую примет закрепленный жгут, минимизирует его 
потенциальную энергию. Таким свойством обладает интерполяционный 
кубический сплайн (ИКС) )(xS  с естественными граничными условиями: 

0)(;0)(
...,0,)(

0 ==

==

n

ii
xS"xS"
nifxS

 

Жгут (закрепленная на чертежной доске упругая линейка), примет форму ИКС с 
ЕГУ. Такое чертежное приспособление реально существует.  

 

Приведем формулировку соответствующей задачи оптимизации. 

На отрезке ],[ ba  рассмотрим класс K  непрерывных, дважды непрерывно-
дифференцируемых функций )(xΦ , принимающих на заданной сетке 

nixi ,...0, = , где bxаx n == ,0 , заданные значения nifx ii ,...0,)( ==Φ . 

Необходимо найти такую функцию Kx ∈Φ )(ˆ , чтобы 

min))("( 2 →Φ∫
b

a
dxx         (12.21) 

читается так: необходимо найти Kx ∈Φ )(ˆ , чтобы  

Kx ∈Φ∀ )(   ∫∫ Φ≤Φ
b

a

b

a
dxxdxx 22 ))("())("ˆ(  

Функционал задачи (12.21), т.е. выражение  

∫ Φ
b

a
dxx 2))("(  

соответствует потенциальной энергии упругого жгута, форма 
которого соответствует графику функции )(xΦ . 

Решением задачи (12.21) в классе K  является интерполирующий кубический 
сплайн с естественными граничными условиями:  

nifxSbSaSxSx ii ,...0,)(,0)(",0)("),()(ˆ =====Φ  

Граничные условия вида  

0)(",0)(" == bSaS  

называют естественными, потому что решение задачи оптимизации 
соответствует данным граничным условиям несмотря на то, что выполнение 
данных условий изначально не требовалось. 
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(Постановка задачи оптимизации не содержит указаний на данные граничные 
условия, но они присущи оптимальному решению и возникают естественно, как бы 
сами собой). 

Для сравнения приведем формулировку оптимизационной задачи с явным 
заданием граничных условий 

На отрезке ],[ ba  рассмотрим класс *K  непрерывных, дважды непрерывно-
дифференцируемых функций )(xΦ , принимающих на заданной сетке 

nixi ,...0, = , где bxаx n == ,0 , заданные значения nifx ii ,...0,)( ==Φ , и 

соответствующих граничным условиям 21 )(",)(" μμ =Φ=Φ ba . 

Необходимо найти такую функцию *)(ˆ Kx ∈Φ , чтобы 

min))("( 2 →Φ∫
b

a
dxx         (12.22) 

читается так: необходимо найти *)(ˆ Kx ∈Φ , чтобы  

*)( Kx ∈Φ∀   ∫∫ Φ≤Φ
b

a

b

a
dxxdxx 22 ))("())("ˆ(  

Решением задачи (12.22) в классе *K  является интерполирующий кубический 

сплайн nifxSxSx ii ,...0,)(),()(ˆ ===Φ  с граничными условиями 

21 )(",)(" μμ == bSaS  

В данном случае граничные условия выполняются, потому что требования к 
решению задачи (12.22) изначально их содержали.  

Заметим, что полиномиальные сплайны часто оказываются решением различных 
оптимизационных задач 

 

12.1.6. Сходимость сплайн-интерполяции 

Результаты о сходимости сплайн-интерполяции приведем без доказательства.  

Считаем, что отрезок интерполяции ],[ ba  задан, сетка ....0 nxx << , где 

bxax n == ,0 , сгущается на заданном отрезке, то есть ∞→n  (растет число 

участков)  и при ∞→n  0max
,...1

→⋅=
=

i
ni
hh . 

(при увеличении числа участков параметр h , характеризующий максимальную при 
данном разбиении длину участка, стремится к нулю). 

Как показывают приведенные ниже результаты, при сгущении сетки на отрезке ],[ ba  

интерполяционный кубический сплайн )(xSh  (построенный на сетке  hΩ ) 

сходится к заданной на отрезке функции )(xf ,  

производные сплайна )(xSh  сходятся к ее (соответствующим) производным.  
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Функциональное пространство, в котором сформулирован результат о сходимости, 
порядок сходимости при 0→h  и зависимость (независимость) самого факта 
сходимости от выбора последовательности сеток 0, →Ω hh  зависят от: 

1) гладкости функции )(xf ; 

2) ее принадлежности к классу дифференцируемых функций в функциональном 
пространстве ],[2 baL ; 

3) выбора дополнительных (граничных) условий при построении 
интерполяционного кубического сплайна.  

 

Например, на отрезке ],[ ba  в зависимости от указанных выше условий 1), 2), 3) 
сходимость интерполяционного кубического сплайна к функции может иметь порядок 4, 3, 
2, 3/2, 1.  

 

Если сходимость имеет место, то сходимость первой производной сплайна к первой 
производной функции гарантирована для первых четырех случаев из списка, а именно, 
(4, 3, 2, 3/2) и имеет порядок на 1 меньше, то есть (3, 2, 1, 1/2) соответственно.  

 

Сходимость второй производной сплайна ко второй производной функции гарантирована 
для первых двух случаев из списка, а именно, (4, 3) и имеет порядок (2, 1) 
соответственно. 

Приведем формулировку результата с высокой скоростью сходимости: 

Т е о р ема  2 .  Пусть на отрезке ],[ ba  задана равномерная сетка ....0 nxx << , где 

bxax n == ,0 , с числом участков n  и шагом  

 
n
abh −

=   

Пусть функция )(xf  четыре раза непрерывно-дифференцируема на отрезке ],[ ba . 

Пусть )(,3 xP h  есть интерполяционный полином степени не выше 3, построенный на 

сетке с шагом h  по точкам 3,2,1,0),,( =ifx ii . 

Через )( 0,3 xP" h , )( 1,3 xP" h  обозначены значения его второй производной в двух 

первых узлах сетки: haxax +== 10 , .  

Пусть )(,3 xQ h  есть интерполяционный полином степени не выше 3, построенный  на 

сетке с шагом h  по точкам 3,2,1,),,( −−−= nnnnifx ii . 

Пусть через )(,3 nh xQ" , )( 1,3 −nh xQ"  обозначены значения его второй производной в 

двух последних узлах сетки: bxhbx nn =−=− ,1 .  

Тогда интерполяционный кубический сплайн )(ˆ xSh  с коэффициентами 

nidcba iiii ...,1,,,, = , построенный по формуле (12.1) на сетке с числом разбиений n  
на основе СЛАУ  
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и формул (12.11)-(12.13)  

на последовательности равномерных сгущающихся сеток: 0, →Ω hh  

сходится равномерно к функции )(xf  на отрезке ],[ ba  с 4-м порядком:  

4
],[

ˆ)(ˆ)(max hМxSxf h
bax

≤−
∈

 

а первые и вторые производные )(xSh  сходятся равномерно к соответствующим 
(первым и вторым) производным )(xf  с 3-м и 2-м порядками: 

3
],[

ˆ)('ˆ)('max hМxSxf h
bax

≤−
∈

 

2
],[

ˆ)("ˆ)("max hМxSxf h
bax

≤−
∈

 

где )(maxˆ
],[

xfconstM IV
bax∈

⋅=  

К оммен т а р и и  

1) Значение Теоремы 2 состоит в следующем: если для конкретной четырежды 
непрерывно-дифференцируемой функции )(xf  известна верхняя оценка 

константы M̂ , можно подобрать такое число участков равномерной сетки n , 

чтобы отличия сплайна )(ˆ xSh  от функции )(xf  (включая отличия их 
производных), были меньше заранее заданной величины 0>ε , например, 

меньше 410− . 

4
],[

10)(ˆ)(max −

∈
≤− xSxf h

bax
 

4
],[

10)('ˆ)('max −

∈
≤− xSxf h

bax
 

4
],[

10)("ˆ)("max −

∈
≤− xSxf h

bax
 

2) Независимо от того, известна или нет для конкретной четырежды непрерывно-
дифференцируемой функции верхняя оценка указанной выше константы, 
сходимость интерполяционного кубического сплайна к функции (включая их 
производные) имеет место, причем с тем порядком, который указан в 
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формулировке Теоремы. Это означает, что при достаточно большом числе 
участков сетки отличия сплайна от функции (включая отличия их производных) 
будут как угодно малы.  

3) В формулировке Теоремы 2 вместо полиномов )(,3 xP h  и )(,3 xQ h  (их 

степень не выше 3) могут быть использованы полиномы более высокой степени: 

)(,4 xP h  – интерполяционный полином степени не выше 4, построенный на 

сетке с шагом h  по первым пяти точкам сетки, то есть по точкам 

4,3,2,1,0),,( =ifx ii , и значения его второй производной )( 0,4 xP" h , 

)( 1,4 xP" h  в двух первых узлах сетки: haxax +== 10 , .  

)(,4 xQ h  – интерполяционный полином степени не выше 4 построенный на сетке 

с шагом h  по точкам 4,3,2,1,),,( −−−−= nnnnnifx ii  (это последние 5 

точек сетки), и значения его второй производной )(,4 nh xQ" , )( 1,4 −nh xQ"  в 

двух последних узлах сетки: bxhbx nn =−=− ,1 .  

Приведем формулировки результатов общего характера.  
(С этими формулировками нужно ознакомиться, чтобы получить о сходимости сплайнов 
некоторые представления ) 

Источник: Математическая энциклопедия. Гл. ред. И.М. Виноградов. Том 5. – М.: 
Советская энциклопедия, 1984. 

Для интерполяционного кубического сплайна )(xSh , заданного на отрезке ],[ ba  на 

сетке hΩ  с параметром h  (максимальная длина участка сетки), при сгущении сетки 

( 0→h ) и при наличии у функции )(xf  второй (обобщенной) производной в 

пространстве ],[2 baL , имеет место: 

 

1) сходимость сплайна )(xSh  к функции )(xf  со 2-м порядком в норме пространства 

],[2 baL  с оценкой 

2
],[

)0(
],[ 22

)(")()( hxfCxSxf baLbaLh ⋅⋅≤−  

 

2) сходимость первой производной сплайна )(' xS h  к первой производной функции 

)(' xf  с 1-м порядком в норме пространства ],[2 baL  с оценкой 

hxfCxSxf baLbaLh ⋅⋅≤− ],[
)1(

],[ 22
)(")(')('  

Здесь 

∫ −=−
b

a
hbaLh dxxSxfxSxf 2

],[ ))()(()()(
2
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∫ −=−
b

a
hbaLh dxxSxfxSxf 2

],[ ))(')('()(')('
2

 

∫=
b

a
baL dxxfxf 2
],[ ))("()("

2
 

)1()0( ,CC  - константы, не зависящие от выбора сетки и выбора функции. 

При дополнительном условии непрерывности и непрерывной производной имеет место: 

3) равномерная сходимость интерполяционного кубического сплайна )(xSh  к функции 

)(xf  с порядком 3/2 с оценкой 

2
3

],[
)0(

],[
)()(")()(max

2
hxfCxSxf baLhbax

⋅⋅≤−
∈

 

4) равномерная сходимость первой производной сплайна )(' xS h  к первой 

производной функции )(' xf  с порядком 1/2 с оценкой  

2
1

],[
)1(

],[
)()(")(')('max

2
hxfCxSxf baLhbax

⋅⋅≤−
∈

 

 

Здесь (как и выше) 

∫=
b

a
baL dxxfxf 2
],[ ))("()("

2
 

)1()0( ,CC  - константы, не зависящие от выбора сетки и выбора функции. 

0max
,...1

→⋅=
=

i
ni
hh  (длина максимального участка сетки стремится к нулю). 

Приведем формулировки для случаев 1, 2, 3 раза непрерывно-дифференцируемой 
функции и непрерывной функции. 

5) Если на отрезке ],[ ba  функция )(xf  имеет непрерывную первую производную, то 

для любой последовательности сеток hΩ  с параметром h  (максимальная длина участка 

сетки) для интерполяционного кубического сплайна )(xSh  верна оценка  

)),('()()(max )1(
],[

hxfhMxSxf hbax
ω⋅⋅≤−

∈
 

Константа 0)1( >M  не зависит от функции )(xf  и сеток. 

 



 25

6) Если на отрезке ],[ ba  функция )(xf  имеет непрерывную вторую производную, то 

для любой последовательности сеток hΩ  с параметром h  (максимальная длина участка 

сетки) для интерполяционного кубического сплайна )(xSh  и функции )(xf , а также для 

их первых производных )(' xS h  и )(' xf , верны оценки 

)),("()()(max 2)2(
],[

hxfhMxSxf hbax
ω⋅⋅≤−

∈
 

)),("()(')('max )2(
],[

hxfhMxSxf hbax
ω⋅⋅≤−

∈
 

Константа 0)2( >M  не зависит от функции )(xf  и сеток 

 

7) Если на отрезке ],[ ba  функция )(xf  имеет непрерывную третью производную, то 

существует такая последовательность сеток hΩ  с параметром h  (максимальная длина 

участка сетки), что для интерполяционного кубического сплайна )(xSh  и функции )(xf , 

для их первых производных )(' xS h  и )(' xf , а также для вторых производных )(" xS h  

и )(" xf  верны оценки  

)),('''()()(max 3)3(
],[

hxfhMxSxf hbax
ω⋅⋅≤−

∈
 

)),('''()(')('max 2)3(
],[

hxfhMxSxf hbax
ω⋅⋅≤−

∈
 

)),('''()(")("max )3(
],[

hxfhMxSxf hbax
ω⋅⋅≤−

∈
 

Константа 0)3( >M  не зависит от функции )(xf . 

 

8) Если на отрезке ],[ ba  функция )(xf  непрерывна, то существует такая 

последовательность сеток hΩ  с параметром h  (максимальная длина участка сетки), что 

для интерполяционного кубического сплайна )(xSh  и функции )(xf  верна оценка  

)),(()()(max )0(
],[

hxfMxSxf hbax
ω⋅≤−

∈
 

Константа 0)0( >M  не зависит от функции )(xf . 

 

В Лабораторной работе по теме «Сплайн-интерполяция» предлагается (практически) 
проверить порядок сходимости интерполяционного кубического сплайна с различными 
граничными условиями к тестовым функциям, имеющим различную константу гладкости.  
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К оммен т а р и и  к  п а р а г р афу  1 2 . 1  

Рассмотрим некоторый интерполяционный кубический сплайн )(xS  с условиями 

nifxS ii ,...0,)( ==  

и граничными условиями 21 )(;)( μμ == bS"aS" . В соответствии с (12.1) такой 

сплайн задан набором n4  коэффициентов nidcba iiii ...,1,,,, = . 

Предположим, что в одном из узлов сплайн-интерполяции – например, в узле sx , 
значение функции )(xf  изменено:  

δ+== sss ffxf ~)(  

В соответствии с (12.1) интерполяционный кубический сплайн )(~ xS , 
соответствующий новым условиям 

sinifxS ii ≠== ,,...0,)(~
 

ss fxS ~)(~ =  

21 )(~;)(~ μμ == b"Sa"S  

будет задан новым набором n4  коэффициентов nidcba iiii ...,1,~,~,~,~ = , 
причем в соответствии с Теоремой 1 в силу изменения одного условия 
интерполяции произойдет пересчет всех коэффициентов сплайна, в том числе 
на тех участках сетки, которые удалены от узла sx . 

Указанное выше свойство (полный пересчет сплайна при изменении хотя бы 
одного условия интерполяции), соответствует физической модели: например, 
в случае ИКС с ЕГУ изменение одной точки закрепления чертежного жгута влечет 
изменение всей его линии: он минимизирует потенциальную энергию.  

Если указанное свойство не существенно, можно применять локальные 
интерполяционные сплайны: изменение значения интерполируемой функции 

)(xf  в узле локального сплайна влечет за собой пересчет коэффициентов только 
на соседних участках.  

Кроме того, применяют аппроксимирующие сплайны: в таком случае совпадение 
значений функции и сплайна, то есть   

nifxS ii ,...0,)( ==  

в узлах сетки не отслеживается. Требуется выполнение условия  

δ≤−∑
=

n

i
ii fxS

1

2))((  

где число 0>δ  задано заранее. 
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Пример  1  ( г р а н и ч ные  у с ло вия  н а  в то рые  п ро и з во дные )  

Задана функция на сетке 

ix  0 1 2 

if  0 1 8 

Нужен интерполяционный кубический сплайн с граничными условиями  

12)2(;0)0( == S"S"  

Решение 

Рассмотрим отрезок ]2;0[  и сетку 2;1;0 210 === xxx . Участков сетки 2. 

Кубический сплайн ищем в виде 

⎩
⎨
⎧

∈
∈

=
]2;1[),(
]1;0[),(

)(
2

1
xxS
xxS

xS        (1) 

где согласно (12.1)  

3121
111 )1(

6
)1(

2
)1()( −+−+−+= x

d
x

c
xbaxS    (2) 

3222
222 )2(

6
)2(

2
)2()( −+−+−+= x

d
x

c
xbaxS    (3) 

Интерполяционный кубический сплайн нужно определить с учетом условий 

12)2(;0)0(
2,1,0,)(

==

==

S"S"
ifxS ii         (4) 

Коэффициенты сплайна (их 8), а именно: 2,1,,,, =idcba iiii  найдем по 
Теореме 1, потому что предложенные граничные условия являются условиями на 
вторые производные: 12)2(;0)0( 21 ==== μμ S"S" . 

Введем фиктивную переменную 00 =c  (потому что 01 =μ ). Для отыскания 

2,1, =ici  запишем СЛАУ 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
=+++

=

12

6)(2

0

2

1

01

2

12
2212110

0

c
h
ff

h
ff

hcchhhc

c

 

Сетка задана равномерная:  

11 21 == hh  

Функция )(xf , которую необходимо интерполировать,  принимает значения  

810 210 === fff  
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СЛАУ сводится к уравнению  

36
1

01
1

1864 210 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

=++ ccc  

откуда следует 

6361240 11 =⇒=++ cc . 

Для отыскания 2,1, =idi  запишем 

2,1,1 =
−

= − i
h
cc

d
i

ii
i  

откуда следует 

6
1

6126
1

06
21 =

−
==

−
= dd  

Для отыскания 2,1, =ibi  запишем 

2,1,
63 1

1 =++
−

= −
− i

h
c

h
c

h
ff

b i
i

i
i

i

ii
i  

что в условиях задачи означает  

12
6
6

3
12

1
18321

6
0

3
6

1
01

21 =++
−

==+=++
−

= bb  

Из условий интерполяции получим 

81 2211 ==== fafa  

Ответ  
Интерполяционный кубический сплайн с граничными условиями 

12)2(;0)0( == S"S"  имеет вид 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈−+−+−+=

∈−+−+−+=
=

]2;1[)2(
6
6)2(

2
12)2(128)(

]1;0[)1(
6
6)1(

2
6)1(31)(

)(
32

2

32
1

xxxxxS

xxxxxS
xS , 

то есть  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈−+−+−+=

∈−+−+−+=
=

]2;1[)2()2(6)2(128)(

]1;0[)1()1(3)1(31)(
)(

32
2

32
1

xxxxxS

xxxxxS
xS  (5) 

Задача решена. 
Проверка 

В этом примере предложена тестовая функция 3)( xxf = . Она соответствует 
условиям 12)2(;0)0( == f"f" . Значит, она сама себе единственный 
интерполяционный сплайн. 
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Чтобы проверить полученный ответ, приведем подобные слагаемые: 

3

232

32
1

)133()363()33(1

)1()1(3)1(31)(

x

xxxxxx

xxxxS

=

=−+−++⋅−+−+=

=−+−+−+=

 

3

232

32
2

)842()44(6)2412(8

)2()2(6)2(128)(

x

xxxxxx

xxxxS

=

=−+−++−+−+=

=−+−+−+=

 

откуда следует, что построенный выше интерполяционный кубический сплайн есть 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=

∈=
=

]2;1[,)(

]1;0[,)(
)(

3
2

3
1

xxxS

xxxS
xS  

с граничными условиями 12)2(;0)0( == S"S"  

Решенная выше задача решена правильно, график на Рисунке 4. 
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Рис ун о к  4  
На рисунке показаны два кубических сплайна, интерполирующих на сетке 0; 1; 2 

одну и ту же таблично заданную функцию 3)( xxf = . Красным цветом показано 
решение Примера 1 и синим цветом – решение Примера 2. Видно, какой из 
сплайнов соответствует ЕГУ: на концах отрезка интерполяции сплайн с ЕГУ имеет 
«нулевую» вогнутость (выпуклость).  
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Пример  2  ( ин т е р п оля ц и о н ный  к у б и ч е с к и й  с п л а й н  с  ЕГУ )  
Задана функция на сетке 

ix  0 1 2 

if  0 1 8 

Нужен интерполяционный кубический сплайн с ЕГУ  

0)2(;0)0( == S"S"  

Решение 

Рассмотрим отрезок ]2;0[  и сетку 2;1;0 210 === xxx . Участков сетки 2. 

Как и в предыдущем примере, сплайн ищем в виде (1), (2), (3) с учетом условий 

0)2(;0)0(
2,1,0,)(

==
==

S"S"
ifxS ii         (6) 

Коэффициенты сплайна (их 8), а именно: 2,1,,,, =idcba iiii  найдем по 
Теореме 1, потому что ЕГУ являются частным случаем условий на вторые 
производные: 0)2(;0)0( 21 ==== μμ S"S" . 

Введем фиктивную переменную 00 =c . Для отыскания 2,1, =ici  запишем 
СЛАУ 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛ −
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2

1
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c
h
ff

h
ff

hcchhhc

c

 

Сетка задана равномерная:  

11 21 == hh  

Функция )(xf , которую необходимо интерполировать,  принимает значения  

810 210 === fff  

СЛАУ сводится к уравнению 

36
1

01
1

1864 210 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

=++ ccc  

С учетом 00 =c , 02 =c   

936040 11 =⇒=++ cc . 

Для отыскания 2,1, =idi  запишем 

2,1,1 =
−

= − i
h
cc

d
i

ii
i  
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что означает 

9
1

909
1

09
21 −=

−
==

−
= dd . 

Для отыскания 2,1, =ibi  запишем 

2,1,
63 1

1 =++
−

= −
− i

h
c

h
c

h
ff

b i
i

i
i

i

ii
i  

что в условиях задачи означает  

5.8
6
9

3
0

1
18431

6
0

3
9

1
01

21 =++
−

==+=++
−

= bb . 

Из условий интерполяции получим 

81 2211 ==== fafa . 

Ответ  
Интерполяционный кубический сплайн с естественными граничными условиями 

0)2(;0)0( == S"S"  имеет вид 

⎪
⎪
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6
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2
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2
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1

xxxxxS
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то есть  
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⎪
⎨
⎧

∈−−−+=
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=

]2;1[)2(5.1)2(5.88)(

]1;0[)1(5.1)1(5.4)1(41)(
)(

3
2

32
1

xxxxS

xxxxxS
xS  

Задача решена. 
Проверка (по определению) 

В этом примере предложена тестовая функция 3)( xxf = . Она не соответствует 
условиям 0)2(;0)0( == f"f" . Значит, она сама себе не сплайн. Выясним, 
как выглядит сплайн: 

xx

xxxxxx

xxxxS

5.05.1

)133(5.1)5.495.4()44(1

)1(5.1)1(5.4)1(41)(

3

232

32
1
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=−+−++⋅−+−+=
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)84323(5.1)175.8(8

)2(5.1)2(5.88)(

23

23

3
2
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=−⋅+⋅−−−+=

=−−−+=

xxx

xxxx

xxxS

 

то есть 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈+−+−=

∈−=
=

]2;1[,35.995.1)(

]1;0[,5.05.1)(
)(

23
2

3
1

xxxxxS

xxxxS
xS  

Проверим выполнение всех требований к сплайну.  

На участке ]1;0[∈x  действует формула xxxS 5.05.1)( 3
1 −= . 

0)0(1 =S     15.05.1)1(1 =−=S  

(выполнены условия интерполяции на границе участка) 

5.05.4)(' 2
1 −= xxS   45.05.4)1('1 =−=S  

(вычислена первая производная на правой границе участка) 

xxS" 9)(1 =     9)1(1 =S"  

(вычислена вторая производная на правой границе участка) 

0)0(1 =S"   

(на левой границе отрезка естественное граничное условие выполняется)  

На участке ]2;1[∈x  действует формула 35.995.1)( 23
2 +−+−= xxxxS  

1111235.995.1)1(2 =−=+−+−=S  

8191239325.94985.1)2(2 =−−=+⋅−⋅+⋅−=S  

(выполнены условия интерполяции на границах участка) 

5.9185.4)( 2
2 −+−= xxxS'  

)1('414185.9185.4)1( 12 SS' ==−=−+−=  

(вычислена первая производная на левой границе участка,  
непрерывность проверена) 

189)(2 +−= xxS"  

)1(9189)1( 12 S"S" ==+−=  

(вычислена вторая производная на левой границе участка,  
непрерывность проверена) 

018181829)2(2 =−=+⋅−=S"  

(на правой границе отрезка естественное граничное условие выполняется)  

Решенная выше задача решена правильно. График решения на Рисунках 4 и 5. 
На Рисунке 4 можно сравнить решение Примера 1 и Примера 2.  

На Рисунке 5 показано, что кубический сплайн с ЕГУ, интерполирующий 3)( xxf =  на 
сетке 0; 1; 2, составлен из двух кубических полиномов. Сначала показаны полиномы, а 
затем сплайн и «неиспользованные» остатки полиномов.  
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Рис ун о к  5  

На рисунке  полиномы xxxS 5.05.1)( 3
1 −= ,  35.995.1)( 23

2 +−+−= xxxxS , и 
«склеенное» из них решение Примера 2 – интерполяционный кубический сплайн с ЕГУ. 

Приме ч а н и е  
Результаты расчета сплайна обычно записывают в таблицы: 

Пример 1 Граничные условия 12)2(;0)0( == S"S"  

Исходные данные Коэффициенты кубического сплайна 

i  ix  ih  if  ia  ib  ic  id  

0 0 --- 0 --- --- 0 --- 

1 1 1 1 1 3 6 6 

2 2 1 8 8 12 12 6 

Пример 2 (ЕГУ) 

Исходные данные Коэффициенты кубического сплайна 

i  ix  ih  if  ia  ib  ic  id  

0 0 --- 0 --- --- 0 --- 

1 1 1 1 1 4 9 9 

2 2 1 8 8 8.5 0 -9 

Такие таблицы удобно заполнять одновременно с проведением расчетов. 



 34

ЛИТЕРАТУРА 
 

а) литература по тематическому блоку 
1. Бахвалов Н.С., Жидков Н.П., Кобельков Г.М. Численные методы. – 7-е 

изд. М.: БИНОМ. Лаборатория знаний, 2011. – 636 с. 
2. Вержбицкий В.М. Основы численных методов. - М.: Высшая школа, 

2002. – 840 с. 
3. Киреев В.И., Пантелеев А.В. Численные методы в примерах и задачах. 

М.: Изд-во МАИ, 2000. – 376 с. 
4. Марчук Г.И. Методы вычислительной математики. М.: Наука, 1980. – 

536 с. 
5. Терихова Н.И. Кубические сглаживающие сплайны // Математическое 

моделирование. 1990. №8. Т. 2. С. 112 – 118. 
6. Стронгина Н.Р., Баркалов К.А. Численные методы. Семестр 7. ЭУК, 

учебно-методический комплекс. Фонд электронных образовательных 
ресурсов ННГУ. Н. Новгород, 2014. Ид.н. 815Е.14.08.  

7. Практические приложения численных методов линейной алгебры. 
Учебно-методический комплекс для поддержки общего курса «Числен-
ные методы» (направление «Прикладная математика и информатика»). 
Результаты образовательного проекта лаборатории «Информационные 
технологии» факультета ВМК ННГУ (отчет). Авторы: Стронгина Н.Р., 
Балабанов А.С., Баркалов К.А., Ирхина А.Л., Федоткин А.М., Юсов 
Е.А. / Под ред. Н.Р. Стронгиной. - Н. Новгород: Нижегородский гос-
университет, 2004. – 281 с.  

 
б) литература об организации учебного процесса по дисциплине 

8. Садовничий В.А. Международный форум «Университеты, общество и 
будущее человечества». Доклад ректора МГУ имени М.В. Ломоносова 
академика В.А. Садовничего на Международном форуме «Университе-
ты, общество и будущее человечества» 25 марта 2019 года. М.: Изда-
тельство Московского университета, 2019. – 36 с.  

9. Высокопроизводительные параллельные вычисления. 100 заданий для 
расширенного лабораторного практикума. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2018. – 
248 с.  

10. Программы дисциплин по направлению «Прикладная математика и 
информатика». Учебно-методическое объединение Университетов. 
Учебно-методический совет по прикладной математике и информатике. 
М.: Изд-во факультета ВМиК МГУ, 2002. С. 59 – 62.  

11. Стронгина Н.Р. Цифровизация и качество обучения на примере фунда-
ментальной дисциплины «Численные методы» // Научные вести. 2021. 
№2 (31). – С. 85 – 103. 

 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Наталья Романовна Стронгина 
 
 

КУРС «ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ» 
Интерполяция кубическими сплайнами  

(Модуль 12.1) 
 
 

Учебно-методическое пособие 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Федеральное государственное автономное образовательное учреждение  
высшего образования «Национальный исследовательский  

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского». 
603950, Нижний Новгород, пр. Гагарина, 23. 

 


	++  2021 - Первые 3 страницы Модуль 12.1.pdf
	+ 2021 - Введение Модуль 12.1.pdf
	Numerical Methods - Modul 12.1.pdf
	+ Numerical Methods - Literature - Modul 12.1.pdf
	+ 2021 - Последняя страница Модуль 12.1.pdf

